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Abstract
Мухитнинг қаршилигини ҳисобга олиб, юкнинг ҳаракат қонунини топамиз. Ҳаракатнинг дифференциал тенгламасини
эътиборга олиб мувозанат ҳолатида пружинанинг таранглик кучи оғирлик кучи билан мувозанатлашгани учун
дифференциал тенгламани содда кўринишга келтириб, бу тенглама юкнинг эркинтебранишларини ифодалайди. У гармоник
осцилляторнинг тенгламаси дейилади ва ечимнинг физикавий маъносини аниқлаймиз.
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Кириш

Муҳитнинг қаршилигини ҳисобга олиб, мажбурий тебра-
нишни дифференциал тенгламалар орқали ўрганиш учун
қуйидаги физикавий мисолни ишлашимизга тўғри келади:
P оғирликдаги юк нагрузка бўлмагандаги узунлиги l бўл-
ган вертикал пружинага осилган. Юкка қўзғатувчи Qsin pt
даврий куч таъсир этади, бу ердаQ va p - ўзгармаслар. Пружи-
нанинг массасини ва муҳитнинг қаршилигини ҳисобга ол-
май, юкнинг ҳаракат қонунини топинг.

Ечилиши, ҳаракатнингдифференциал тенгламасини ҳо-
сил қиламиз:

md
2x
dt2

= –cx – µ
dx
dt

+ Q sin(pt)

ёки

d2x
dt2

+ 2ndx
dt

+ k2x = q sin(pt) ()

(1) га мос бир жинсли тенглама илдизлари
(r1,2 = –n ±

√
n2 – k2) характеристик тенгламани илдизла-

ри бўлган ( d2x
dt2 + 2n dxdt + k2x = 0) тенгламадан иборат бўла-

ди. Муҳитнинг қаршилиги унча катта эмас, яъни n2 – k2 < 0
деб фараз қиламиз. Бунда бир жинсли тенгламанинг умумий
ечими (x = Ae–nt sin(k1t + α)) кўринишда бўлади:

X = Ae–nt sin(k1t + α)

бу ерда k1 =
√
k2 – n2. Бу ечим сўнувчи бўлган эркин тебра-
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нишларни аниқлайди.
Мажбурий тебранишларни топиш учун хусусий ечимни

x̄ = M cos(pt) +N sin(pt) кўринишда излаймиз. Қуйидагига эга-
миз:

k2x̄ = M cos pt + N sin pt

2nx̄′ = –Mp sin pt + Np cos pt

x̄′′ = –Mp2 cos pt – Np2 sin pt

Коэффициентларни тақ̧юослаб, ушбу системани ҳосил
қиламиз:

M(k2 – p2) + 2npN = 0
–2npM + (k2 – p2)N = q

}

Маълумки,

∣∣∣∣∣ k2 – p2 2np
–2np k2 – p2

∣∣∣∣∣ = (k2 – p2)2 + 4n2p2

∣∣∣∣∣ 0 2np
q k2 – p2

∣∣∣∣∣ = –2npq

∣∣∣∣∣ k2 – p2 0
–2np q

∣∣∣∣∣ = q(k2 – p2)

Демак,

M = –2npq
(k2 – p2)2 + 4n2p2 ,

N = q(k2 – p2)
(k2 – p2)2 + 4n2p2

Хусусий ечим қуйидагича ёзилади:

x̄ = q
(k2 – p2)2 + 4n2p2

[
–2np cos pt + (k2 – p2) sin pt

]
Бу ифодани куйидагича ўзгартирамиз:

x̄ = q√
(k2 – p2)2 + 4n2p2

[

– 2np√
(k2 – p2)2 + 4n2p2

cos pt

+ (k2 – p2)√
(k2 – p2)2 + 4n2p2

sin pt
]

Қуйидаги белгиларни киритамиз:

q√
(k2 – p2)2 + 4n2p2

= B

2np√
(k2 – p2)2 + 4n2p2

= sinδ, k2 – p2√
(k2 – p2)2 + 4n2p2

= cosδ.

(2)
Энди x ни

x̄ = B sin(pt – δ) (3)

кўринишда ёзамиз.
Ушбу

δ = arctan 2np
k2 – p2 (4)

ифода фаза силжнши деган ном билан юритилади. Уму-
мий ечим, олдинги масаладагига ўхшаш [x = Ae–nt sin(k1t+α)
формулага қаранг], эркин тебранишлар ва (15) мажбурий те-
брани шлар йиғиндисидан иборат бўлади:

x = Ae–kt sin(k1t + α) + B sin(pt1 – δ) (5)

Биринчи қўшилувчи, юқорида айтганимиздек, сўнувчи
тебранишларни аниқллаб, катта k ларда тезда сезилмайди-
ган бўлиб қолади. (15) мажбурий тебранишларга келадиган
бўлсак, уларнинг (14) амплитудалари вақтга боғлиқ эмас ва
q = Q/m бўлгани учун даврий қуузғатувчи кучнинг амплиту-
даси Q га пропорционал. У q дан

A(p) = 1√
(k2 – p2)2 + 4n2p2

(6)

кўпайтувчи билан фарқ қилади, бу кўпайтувчи мажбу-
рий тебраниш амплитудасининг қу̌зғатувчи куч частотаси-
га боғланишини характерлайди.

Бу амплитуданинг максимумини аниқлаймиз. Бунинг
учун (6) функциянинг ҳосиласини топамиз:

A′(p) = (k2 – p2) · 2p – 4n2p[
(k2 – p2)2 + 4n2p2]3/2

A′(p) = 0 деб, (k2 – p2) – 2n2 = 0 тенгламани ҳосил қи-
ламиз (p = 0 мумкин бўлмаган ҳол сифатида ташлаб юбори-
лади), унинг илдизи ташқи кучларнинг частогасини беради:
p =

√
k2 – 2n2, бунда, экстремумнинг етарли шартларни тек-

шириш кўрсатишича, мажбурий тебранишлар амплитудаси
максимал бўлади. Амплитуданинг максимал кииймаги уш-
буга тенг:

B = q
2n

√
k2 – n2

(7)

(7) формула n қанчалик кичик бўлса, тебранишлар ампли-
тудаси шунчалик катта бўлишини кўрсатади. Кичик n ларда
p частота хусусий тебранишлар частотаси k га яқин бўлади.

(3) ечим

(k2 – p2)2 + 4n2p2 ̸= 0

бўлганда хар доим мавжуддир. (k2 –p2)2 +4n2p2 = 0 бўлган
ҳолда p = k ва n = 0, натижада (1) тенглама ( d2x

dt2 +k2x = q sin kt)
тенгламага айланади. Бу ерда яна резонанс ходисаси рўй бе-
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ради, унда, юқорида кўрсатганимиздек, мажбурий тебрани-
шлар (x̄ = – q

2k t cos kt) кўринишга эга бўлади.
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