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Abstract

Формирование математических понятий является ключевым компонентом развития
математического мышления. В данном исследовании анализируются два фундаментальных
когнитивных механизма — введение в понятие и поиск следствий, обеспечивающие переход
от простого распознавания определения к глубокой концептуальной интернализации и
продуктивному применениюматематических объектов.
Построены логические модели расширенного определения понятия (РОП) и расширенных теорем
о его свойствах (РТСП). Оба механизма соотнесены с современными когнитивными теориями:
культурно-исторической теорией Л. С. Выготского, теорией концептуальных пространств П.
Гарденфорса и моделью концептуального изменения С. Восниаду.
Показано, что интеграция РОП и РТСП в образовательную практику способствует формированию
устойчивой ментальной модели математического понятия, развитию навыков логического
вывода и снижению когнитивной нагрузки. Полученные результаты могут быть использованы
при разработке учебных материалов и дидактических стратегий для углублённого изучения
математики.
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мышление.

Compiled on: December 17, 2025.
Copyright:©2025 by the authors. Submitted to Advances in Science and Education for possible open access publication under the
terms and conditions of the Creative Commons Attribution (CC BY) 4.0 license.

149

https://doi.org/10.70728/edu.v01.i11.040
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/?ref=chooser-v1


150 | Advances in Science and Education, 2025, Vol. 01, No. 11

1. Введение

Современные направления в математическом
образовании подчёркивают необходимость
формирования у учащихся не только знания
определений, но и способности строить целост-
ные концептуальные структуры, связывать
определения с примерами и выводить логиче-
ские следствия. Исследования показывают, что
значительная часть учащихся ограничивается
механическим запоминанием формулировок,
не переходя к уровню, на котором понятие
становится частью внутренней ментальной
модели, пригодной для продуктивного исполь-
зования. [12]
В ответ на данную проблему в настоящей ста-

тье рассматриваются два ключевых когнитив-
ных механизма:
• «Включение в понятие» — процедура отне-

сения объекта к определённомуматематическо-
му понятию на основании формального опреде-
ления либо достаточных условий; [4]
• «Поиск следствий» — выявление системы

обязательных свойств, логически вытекающих
из определения. [10]
Эти механизмы соотносятся с различными

подходами: с семиотическими преобразования-
ми в трактовке Р. Дюваля [3], с идеей расшире-
ния математического дискурса у А. Сфард [9],
а также с моделями концептуального развития,
представленными в работах П. Гэрденфорса [5]
и С. Восниаду [11].
Исследование направлено на:
• описание логической структуры указанных

механизмов;
• выявление их когнитивной природы;
• обоснование их роли в формировании мате-

матических понятий;
• интеграцию с современными теориями ко-

гнитивного развития.

2. Методы

2.1. Дизайн исследования
Работа выполнена в рамках качественного

теоретического исследования и включает:
• системный анализ научной литературы

(2015–2024 гг.);
• реконструкцию логических структур мате-

матических понятий;

• когнитивную интерпретацию полученных
моделей;
• сопоставление с признаннымитеориями ко-

гнитивного развития.
2.2. Источники и критерии отбора
Использованыматериалы по:
• когнитивной психологии,
• исследованиюматематического мышления,
• моделям концептуального развития,
Отбор литературы осуществлялся на основе

следующих критериев:
• соответствие проблематике формирования

математических понятий;
• актуальность (2015–2024 гг.);
• наличие теоретической или эмпирической

обоснованности;
• цитируемость в международных базах дан-

ных.
2.3. Аналитическая процедура
1. Построение модели расширенного опреде-

ления понятия (РОП):
R(x)⇔ P1(x)∨ P2(x)∨ · · ·∨ Pn(x)
2. Построение модели расширенных теорем о

свойствах (РТСП):
R(x)⇒ P1(x)∧ P2(x)∧ · · ·∧ Pn(x)
3. Сопоставление полученных моделей с тео-

риями Гэрденфорса [5] и Восниаду [11].
4. Применение моделей к конкретным мате-

матическим объектам (например, чётная функ-
ция, непрерывность).

3. Результаты

3.1. Модель 1: «Введение в понятие» (РОП) Ме-
ханизм «введение в понятие» представляет со-
бой процедуру классификации, направленную
на определение принадлежности объекта мате-
матическому понятию[1]. Он основан на дизъ-
юнктивной структуре:
(x)⇔ P1(x)∨ P2(x)∨ · · ·∨ Pn(x)
Каждый элемент Pi является либо частью

формального определения, либо достаточным
условием, либо характерным идентификацион-
ным признаком.
Пример. Функция является чётной, если вы-

полняется одно из условий:

• f(–x) = f(x);
• функция состоит только из чётных степеней;
• её график симметричен относительно оси y.
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Указанная процедура соответствует РОП как
алгоритму классификации.
3.2. Модель 2: «Поиск следствий» (РТСП)
Данныймеханизм описывает логическое раз-

вёртывание содержания понятия [? ] и основан
на конъюнкции:

R(x)⇒ P1(x)∧ P2(x)∧ · · ·∧ Pn(x).

Например, длячётнойфункцииобязательны-
ми следствиями являются:
симметрия относительно оси y;
сохранение чётности при сложении;
определённые свойства производных.
Эти характеристики не входят непосред-

ственно в определение, однако являются необ-
ходимыми логическими следствиями. Таким
образом, РТСП представляет собой системати-
зированный набор всех обязательных свойств,
вытекающих из определения.

4. Обсуждение

4.1. Роль РОП и РТСП в когнитивном развитии
Механизм РОП активирует:
анализ признаков,
сопоставление объектов,
классификационные действия.
Механизм РТСП включает:
логический вывод,
построение рассуждений,
применение понятий при решении задач.
Тем самым РОП обеспечивает вход в концеп-

туальную область, а РТСП — движение внутри
неё [7].
4.2. Связь с теорией Выготского В рамках

культурно-исторической теории:
РОП соответствует стадии интериоризации

научного определения;
РТСП отражает этап построения внутренней

системы теоретических рассуждений.
Ученик сначала овладевает научным знаком,

затем переходит к оперированию системой
следствий, формируя теоретическоемышление.
[13]
4.3. Интерпретация в модели концептуаль-

ных пространств П. Гэрденфорса Согласно дан-
ной теории, понятие представляет собой об-
ласть многомерного семантического простран-
ства. [5]

РОП определяет принадлежность объекта
этой области.
РТСП описывает внутреннюю структуру об-

ласти— совокупность обязательных свойств.
Так, область «чётных функций» включает

все функции, обладающие симметрией относи-
тельно оси y, а РТСП задаёт структуру этой обла-
сти.
4.4. Концептуальное изменение по С. Восни-

аду Учащиеся нередко опираются на интуитив-
ные, «бытовые» модели понятий. [11] РОП рас-
ширяет такую модель, вводя формальные при-
знаки, примеры и контрпримеры.
РТСП приводит к её перестройке: формирует-

ся понимание обязательных свойств, возникаю-
щих из определения.
Это отражает процесс концептуального изме-

нения — переход к научному уровню мышле-
ния. [6]
4.5. Практические выводы для образования

Интеграция РОП и РТСП позволяет: развивать
доказательное мышление;
переходить от знания определения к его

функциональному использованию;
формировать устойчивые концептуальные

структуры;
снижатькогнитивнуюнагрузку за счёт систе-

матизации материала.

5. Заключение

Предложенные модели РОП и РТСП:
способствуют формированию глубоких мен-

тальных моделей математических понятий;
систематизируют процесс обучения опреде-

лению и применению понятий;
развивают логическое и доказательное мыш-

ление;
обеспечивают переход от формального зна-

ния определения к его содержательному пони-
манию.
Интеграция данных моделей с теориями Вы-

готского, Гэрденфорса и Восниаду показывает,
что усвоение математического понятия пред-
ставляет собой последовательность когнитив-
ных уровней: от классификации — к интерна-
лизации, затем к выводу следствий и к концеп-
туальной перестройке.
Полученные результаты могут быть исполь-

зованы при проектировании образовательных
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программ, разработке учебных материалов и
формировании метапредметных компетенций
учащихся.
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